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3 D КОЕФІЦІЄНТИ ФУР'Є ТА ОПЕРАТОРИ  
КУСКОВО-СТАЛОЇ СПЛАЙН-ІНТЕРФЛЕТАЦІЇ  
У статті розглядається кубатурна формула обчислення 3 D 
коефіцієнтів Фур'є на класі Ліпшиця з використанням інтерф-
летації функцій у випадку, коли інформація про функцію зада-
на на площинах.  
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1. Постановка задачі. При наближені функцій двох та трьох змін-
них симетричними відрізками ряду Фур'є виникає задача обчислення 
коефіцієнтів цього ряду за допомогою інформаційних операторів різних 
типів. В якості даних можуть бути значення функції у вузлових точках, 
значення функції на лініях або площинах, інтеграли від наближуваної 
функції вздовж вибраної системи ліній або площин, що перетинають 
досліджуваний об’єкт. Задачу наближеного обчислення 3 D коефіцієнтів 
Фур'є у випадках, коли початкова інформація задається різними інфор-
маційними операторами, дозволяє ефективно розв’язувати апарат інтер-
флетації функцій [1] на різних класах функцій. Нехай на класі Ліпшиця 
3
2, , ,L L LC  — клас функцій, який визначений на  30,1G   і задовольняє 
умові Ліпшиця по кожній змінній: 
   1 2 1 2, , , , ,f x y z f x y z L x x  
   1 2 1 2, , , , ,f x y z f x y z L y y    
   1 2 1 2, , , ,f x y z f x y z L z z   . 
Значення      , , , , , , , , ,k j sf x y z f x y z f x y z  11, ,k m  21, ,j m  
31,s m  задані не більше, ніж на 1 2 3N m m m  заданих площинах. Для 
наближеного обчислення 3 D коефіцієнтів Фур'є побудувати кубатурні 
формули на основі кусково-сталих інтерполянтів з використанням ін-
терфлетації функцій. Отримати оцінку похибки наближення. 
2. Аналіз існуючих робіт. Задача наближеного обчислення коефі-
цієнтів Фур'є функцій двох змінних має як класичне розв’язання [2], так і 
з використанням теорії інтерлінації функцій на різних класах функцій у 
випадку різних інформаційних операторів [3]. В [4—6] викладений зага-
льний підхід до побудови операторів фінітного тривимірного дискретно-
неперервного та дискретного перетворення Фур'є на основі метода Фай-
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лона, кусково-сталих сплайнів і сплайн-інтерфлетації на класі диферен-
ційовних функцій. В [7] представлена кубатурна формула обчислення 
3 D коефіцієнтів Фур'є на класі Ліпшиця 32, , ,L L LC  у випадку, коли інфор-
мація про функцію задана у вузлових точках.  Метою цієї роботи є побу-
дова та  отримання оцінки похибки наближення кубатурної формули для 
обчислення 3 D коефіцієнтів Фур'є на основі кусково-сталої сплайн-
інтерфлетації на деякому підкласі класа Ліпшиця 32, , ,L L LC  у випадку, 
коли інформація про функцію задана на площинах , 1, ,kx x k    
, 1, ,jy y j    , 1,sz z s   , 1 2 3m m m    .  
3. Кубатурна формула обчислення 3 D коефіцієнтів Фур'є на 
основі кусково-сталої сплайн-інтерфлетації. На класі Ліпшиця 
3
2, , ,L L LC  виділимо  підклас 32,LC  . У цей підклас входять функції з кла-
са 32, , ,L L LC , для яких виконуються додаткові умови 
       1 1 2 1 1 2 2 2, , , , , , , ,f x y z f x y z f x y z f x y z   
2
1 2 1 2L x x y y   , 
       1 1 2 1 1 2 2 2, , , , , , , ,f x y z f x y z f x y z f x y z   
2
1 2 1 2L x x z z   , 
       1 1 2 1 1 2 2 2, , , , , , , ,f x y z f x y z f x y z f x y z   
2
1 2 1 2L y y z z   , 
       1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2, , , , , , , ,f x y z f x y z f x y z f x y z     
       2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2, , , , , , , ,f x y z f x y z f x y z f x y z      
1 2 1 2 1 2L x x y y z z    . 
Такі умови виконуются для ліпшицевих операторів суперпозиції 
Немицького [8]. 
Введемо позначення: 
1 1 1, , , , ,k k k j j j s s sX x x Y y y Z z z             , 
1 2
1, ,1,
( ) 1, ; ( ) 1, ;
0, , 0, ,
jk
k j
k j
y Yx X
h x k h y j
x X y Y
       
    
3
1,
( ) 1,
0, ,
s
s
s
z Z
h z s
z Z
  
 , 
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, , , , , 1,
2 2 2k j s
x k y j z s k j s             , 1   . 
Розглянемо оператори 
  11 1
1
( , , ) , , ( ), , 1, ,
2
k k
k k k
k
x x
J f x y z f y z h x k  

     
    12 2
1
( , , ) , , , , 1,
2
j j
j j j
j
y y
J f x y z f x z h y j  

    , 
    13 3
1
( , , ) , , , , 1,
2
s s
s s s
s
J f x y z f x y h z s
   

    . 
Нехай ( , , )Jf x y z  — кусково-сталий оператор-інтерфлетант: 
1
1
( , , ) ( , , ) ( )k k
k
Jf x y z f x y z h x

   
2 3
1 1
( , , ) ( ) ( , , ) ( )j j s s
j j
f x y z h y f x y z h z
 
      
1 2 1 3
1 1 1 1
( , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( )k j k j k s k s
k j k s
f x y z h x h y f x y z h x h z
   
        
2 3
1 1
( , , ) ( ) ( )j s j s
j s
f x y z h y h z
 
    
1 2 3
1 1 1
( , , ) ( ) ( ) ( )k j s k j s
k j s
f x y z h x h y h z
  
   . 
Кусково-сталий оператор-інтерфлетант  , ,Jf x y z  представля-
ється через оператори   , , , 1, 2,3J f x y z    таким чином: 
       1 2 3, , , , , , , ,Jf x y z J f x y z J f x y z J f x y z   
       1 2 2 3 1 3 1 2 3, , , , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z    . 
Лема [1]. Для  , ,Jf x y z справедливі властивості: 
( , , ) ( , , )
k
kx x
Jf x y z f x y z  , ( , , ) ( , , )j jy yJf x y z f x y z  , 
( , , ) ( , , )
s
sz z
Jf x y z f x y z  , 
 331( , , ) ( , , )f x y z Jf x y z O O       . 
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Для обчислення 3 D коефіцієнтів Фур'є , зокрема інтегралу  
1 1 1
3
1
0 0 0
( , , ) ( , , ) sin 2 sin 2 sin 2I m n p f x y z mx ny pzdxdydz      , 
пропонується використовувати формулу: 
1 1 1
3
1
0 0 0
( , , ) sin 2 sin 2 sin 2Jf x y z mx ny pzdxdydz       . 
Підставимо вираз для кусково-сталого оператора-інтерфлетанта 
та отримаємо відповідну кубатурну формулу, наприклад, 
1
2
1
2
1 1
3
1
10 0
( , , ) sin 2 sin 2 sin 2
k
k
x
k
k x
f x y z mxdx nydy pzdz  



      
 
1
2
1
2
1 1
10 0
, , sin 2 sin 2 sin 2
j
j
y
j
j y
f x y z nydy mxdx pzdz  



     
 
1
2
1
2
1 1
10 0
, , sin 2 sin 2 sin 2
s
s
z
s
s z
f x y z pzdz mxdx nydy  



     
 
1 1
2 2
1 1
2 2
1
1 10
, , sin 2 sin 2 sin 2
k j
k j
x y
k j
k j x y
f x y z mxdx nydy pzdz  
 
 
 
      
 
1 1
2 2
1 1
2 2
1
1 10
, , sin 2 sin 2 sin 2
k s
k s
x z
k s
k s x z
f x y z mxdx pzdz nydy  
 
 
 
       
 
1 1
2 2
1 1
2 2
1
1 10
, , sin 2 sin 2 sin 2
j s
j s
y z
j s
j s y z
f x y z nydy pzdz mxdx  
 
 
 
      
 
1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2
1 1 1
, , sin 2 sin 2 sin 2
k j s
k j s
x y z
k j s
k j s x y z
f x y z mxdx nydy pzdz  
  
  
  
      . 
Теорема. Нехай 32,( , , ) Lf x y z C   та значення  функції задані не 
більше, ніж на заданих 3N    площинах  , , ,kf x y z   , , ,jf x y z  
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 , , ,sf x y z , , 1,k j s   . Для кубатурної формули  31 , ,m n p  викону-
ється така оцінка похибки наближення  3 31 1( , , ),I m n p    
  1 1 1 3
0 0 0
( , , ) ( , , ) sin 2 sin 2 sin 2 .
8
Lf x y z Jf x y z mx ny pzdxdydz         
Доведення. Введемо позначення: 
  11 1
1
( , , ) , , ( ), , 1, ,
2
k k
k k k
k
x x
J f x y z f y z h x k  

     
    12 2
1
( , , ) , , , , 1,
2
j j
j j j
j
y y
J f x y z f x z h y j  

    , 
    13 3
1
( , , ) , , , , 1,
2
s s
s s s
s
J f x y z f x y h z s
   

    . 
Тоді  
       1 2 3, , , , , , , ,Jf x y z J f x y z J f x y z J f x y z   
       1 2 2 3 1 3 1 2 3, , , , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z    . 
Для похибки  , , ( , , ) ( , , )Rf x y z f x y z Jf x y z   справедлива тотожність 
 , ,Rf x y z        1 2 3, , , , , , , ,f x y z J f x y z J f x y z J f x y z      
       1 2 2 3 1 3 1 2 3, , , , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z      
1 2 3I J J J      1 2 2 3 1 3 1 2 3 , ,J J J J J J J J J f x y z     
1 2 3I J I J I J      
 1 2 2 3 1 3 1 2 3 , ,J J I J J I J J I I J J J f x y z          
   1 2 3 3 2 1( , , ) ( , , )I J I J I J f x y z R R R f x y z        
де  , , ( , , ) ( , , ), 1,2,3.R f x y z f x y z J x y z      Отже,  , ,Rf x y z   
3 2 1 ( , , ) .R R R f x y z  У кожній області kG ,  
kG : 1 1
2 2
,
k k
x x 
    
, 1 1
2 2
1, 1, , 0, 1
2k
x k k x x 
         , 
   0,1 , 0,1y z  ; 
jG : 1 1
2 2
,
j j
y y 
    
, 1 1
2 2
1, 1, , 0, 1
2j
y j j y y 
         , 
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   0,1 , 0,1x z  ; 
sG : 1 1
2 2
,
s s
z z 
    
, 1 1
2 2
1, 1, , 0, 1
2s
z s s z z 
         , 
   0,1 , 0,1x y   
маємо:  
 1 , , ( , , ) ( , , ) 2k kR f x y z f x y z f x y z L x x L
     , 
 2 , , ( , , ) ( , , ) 2j jR f x y z f x y z f x y z L y y L
     , 
 2 , , ( , , ) ( , , ) 2s sR f x y z f x y z f x y z L z z L
     . 
Отже, в кожному кубі  
1 1
2 2
,
k k
x x 
    
 1 1
2 2
,
j j
y y 
    
 1 1
2 2
,
s s
z z 
    
 
маємо   3 33, , .
8 8
Rf x y z L L     
Таким чином,   3 31 1( , , ),I m n p    
 1 1 1
0 0 0
( , , ) ( , , ) sin 2 sin 2 sin 2f x y z Jf x y z mx ny pzdxdydz        
1 1 1
0 0 0
( , , ) ( , , )f x y z Jf x y z dxdydz      
1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2
3 2 1
1 1 1
( , , )
k j z
k j s
x y z
k j s x y z
R R R f x y z dxdydz
  
  
  
          
3 3 3
3 3 3 3
3 3
1 .
8 8 8 8
LL L L        
    
Теорема доведена. 
4. Висновки. Для наближеного обчислення 3 D коефіцієнтів 
Фур'є на деякому підкласі класу Ліпшиця вперше побудована кубату-
рна формула на основі кусково-сталого оператора-інтерфлетанта у 
випадку, коли інформація про функції задана на лініях ,kx x  
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1, , , 1, , , 1,j sk y y j z z s       , 1 2 3m m m    . Побудова-
на кубатурна формула зводить обчислення 3 D коефіцієнтів Фур'є до 
2 D. Отримані оцінки похибки наближення. Наступним кроком у да-
них дослідженнях буде питання про якість побудованої кубатурної 
формули, тобто чи належить дана кубатурна формула до оптималь-
них або близьких до них.  
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